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INTRODUÇÃO 
O objetivo deste trabalho e estudar os espaços 
considerados por, dentre outros, Campanato [3], Stampac-
chia [15], Peetre [12]. 
A importância destes espaços está ligada ao fato de 
que eles englobam certos espaços clássicos de funções, tais como 
os espaços Lp , os espaços de Morrey os espaços BMO , 
introduzidos por John-Nirenberg em ~] e os espaços das funções 
" holderianas Lip(a) , que são de grande utilidade dentro da teo-
ria das equações parciais elípticas e parabólicas. 
No Capítulo I apresentaremos definições e resultados 
básicos que utilizaremos no desenrolar do trabalho. Omitimos as 
demonstraçÕes, visto que elas podem ser encontradas nas referên-
c ias citadas. 
No Capitulo II daremos a definição de .c P' >, e estu-
daremos propriedades deste espaço. Ainda neste Capítulo estudare 
mos uma generalização de que será denotada por i p, À 
k 
a fim de nos auxiliar na demonstração de que, para O < À < n 
(n = dim lRn) , ternos Estudaremos também no Capi 
tulo II o comportamento das funções de 




.f p, À 
' como funções h~l-
Cabe salientar que além da generalização .fp,>.. exis 
k ' 
tem outras generalizações estudadas, por exemplo, por Spanne [14], 
Stampacchia [16], Barozzi [1] e Da Prato [6] 
No Capítulo III apresentaremos teoremas de interpela-
6 
çao envolvendo os espaços Para tanto introduziremos ini-
cialmente os espaços BMO e os espaços 
desempenharão, nos teoremas de interpolação 
Os espaços C p. À ' . 
envolvendo os espaços 
.cP' À o mesmo papel que os espaços de Marcinkiewcz desemp~ 
nham nos teoremas de interpolação envolvendo os espaços 
Ainda neste Capitulo daremos uma aplicação destes teoremas, onde 
o operador linear utilizado é o Potencial de Riesz. Nesta aplic~ 
ção obtém-se dois resultados, um dos quais é consequência do teo-
tema (9.1) de [18], mas o outro e um novo complemento do primeiro, 
e cuja demonstração talvez não fosse tão simples sem o auxílio da 
teoria dos espaços 
Esperamos que este trabalho possa contribuir para um 
estudo mais aprofundado dos espaços numa versão multipara-




§1. NOÇÕES GERAIS SOBRE lRn 
Seja IR o conjunto dos números reais e JRn o espaço 
vetorial consistindo de todas as n-uplas de numeras reais 






Consideraremos nf munido com a norma eu-
Dado um subconjunto E de ir, denotaremos o fecho 
-
de E por E e por d(E) o diâmetro de E . Usaremos também a 
notação 
IRn • 
ou para indicar o complementar de E em 
Indicaremos por [E[ ' a medida de 






dicar a integral de Lebesgue da função f sobre o conjunto E 
Diremos que urna propriedade P , de pontos de um con-
junto mensurável E , vale em quase toda parte {q.t.p.) ou para 
quase todo x pertencente a E (p.q.t. x E E) se os pontos de 
E para os quais P é falsa estiverem contidos num conjunto de 
medida nula .. 
Se E é um subconjunto de JRn denotaremos por a 
função característica de E em relação a JRn , que vale 1 em 
E e o em 
Seja E c JRn aberto. Chama-se suporte de uma fun-
çao f definida em E , ao menor conjunto fechado (relativamente 
• 
8 
a E) que contém o conjunto de todos os pontos X E E tal que 
f(x)f.O. 
§2. ESPAÇOS NORMADOS E ESPAÇOS Lp {[2]. [5], [7]) 
Definição 1.2.1: Diremos que um espaço vetorial real 
E -e um espaço vetorial semi-normado se a aplicação 11. li : E ~ m 
satisfaz 
(i) llaxll = lal llxll 
(ii) llx+yll < llxll + IIYII • 
para todo x,y E E e para todo a E lR • 
Definição 1.2.2: O espaço vetorial E será chamado 
espaço vetorial quase-normado se 
(i) llx 11 = O implicar x = O 
(ii) llaxll = la I llxll 
(iii) llx+yll ~ k(llxll+ IIYIIl , k > 1 , 
para todo x,y E E e para todo a E lR • 
Definição 1. 2. 3: Se 11. li satisfaz as propriedades 
(i), (ii) e {iii) da definição 1.2.2 com k = 1 então o espaço 
vetorial E será chamado um espaço vetorial norrnado e 11- 11 sera 
chamada norma em E . 
Num espaço normado a função d(x,y) = llx-yll -e uma me 
trica, e consideraremos sempre o espaço normado munido desta -me-
trica e da topologia a ela associada. Assim todo espaço normado 
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é um espaço métrico. 
Um espaço métrico M é completo quando toda . sequen-
cia de Cauchy em M converge para um ponto de M • 
Definição 1.2.4: Um espaço vetorial normado e compl~ 
to chama-se espaço de Banach. 
Definição 1.2.5: Sejam E F espaços vetoriais so-
bre F . Uma aplicação T de E em F diz-se um operador li-
near se T(ax+y) ~a T (x) + T(y) para todo x,y E E e para 
todo a E IR • 
Definição 1.2.6: Sejam E , F espaços vetoriais nor 
mados e T um operador linear de E em F Diremos que T e 
limitado se existe constante c > O tal que IIT(x) 11 < cllxll 
ra todo x E E . Neste caso definimos a norma de T como sendo 
o fnfimo dos c que satisfazem a desigualdade IIT(xlll < ciP<II' 
e nós escreveremos li T li para a norma de T . 
Teorema 1.2.1: Sejam E e F espaços vetoriais nor 
mados sobre m e seja T um operador linear limitado de E em 
F • Então 
li Til ~ sup 
{IIT(xlll 
11 X I! 
X E E , X (' Ü } 
sup { IIT (x) 11 X C E , llx 11 ~ l} 
sup { IIT(x) 11 X E E , llx li <ll 
e IIT(xlll < IITII llxll para todo X E E • 
lO 
Teorema 1.2.2: Sejam E e F espaços vetoriais no~ 
mados e T um operador linear de E em F 
condiçÕes são equivalentes 
Então as seguintes 
(i) T e limitado 
(ii) T é uniformemente contínuo em E 
(iii) T e contínuo em algum ponto de E 
Definição 1.2.7: Chamaremos de Lp(íl), QCJR0 , l<p<"" 
ao conjunto das dunções mensuráveis cuja potência p e Lebesgue 
integral, ou seja, é o conjunto das funções mensuráveis tais que 
A 
J1f(x) lp dx 
n 
aplicação 11- li p 
L ( n l 
< 
definida por 
()I f (x) lp d) l llf li p ~ p 
L (n l 
é uma norma em LP(n) quando identificamos funções que são 
iguais em quase toda parte. o espaço LP(n) munido da 
11-11 p é um espaço de Banach. 
L (n) 
" Teorema 1.2.3: (Desigualdade de Holder). Seja 
norma 
f E LP (n) e 
fg E L 1 (n) 
' g E Lp (n) , com p > 1 e 1 + ~. = 1 . Então 
p p 
e 
llfg li l 
L ( n l 
< llfll p 11911 p' 
L (O) L (O) 
Teorema 1.2.4: {Desigualdade de Minkowski). Para 
l<p<<» e temos que 
ll 
llf+g 11 p 
L (n) 
< llfllp +llgllp 
L(n) L(n) 
• 
Definição 1.2.8: Seja E um espaço vetorial sobre 
m. . Um funcional linear em E é um operador linear de E em 
JR. Se E é um espaço vetorial normado, denotaremos por E* o 
espaço de todos os funcionais lineares limitados em E • O espa-
ço E* é chamado o espaço dual de E 
Teorema 1.2.5: p' L ( n) e -sao isomorfos se 
Observação: De acordo com o teorema 1.2.5 podemos 
' 1 1 
pensar no dual LP(o) como sendo o espaço LP (íl) onde ppr =1. 
Assim sendo temos que o dual do espaço L2 (o) e o próprio L2 (n). 
Definição 1.2.9: Um espaço vetorial normado E é di 
to ser uniformemente convexo se para cada E ~ O existe ó > o 
tal que, se llxll 5.. 1, IIYII ~ 1 e llx-yll ~ E , então 
11 x? 11 5.. (1-6) sempre que x,y F. E . 
Teorema 1.2.6: o espaço LP(n) , 1 < p <.,., , e uni 
formemente convexo. 
00 
Definição 1.2.10: Seja {fn}n=l uma sequência de 
funções pertencentes a LP(o) 1 _.! p < oo • Se p > 1 
que {fn} converge fracamente em LP(n) para uma função 
f E LP(n) se 
~:: Jfn 
o 
g dx dx ' 
diremos 
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' 1 1 para cada g Lp (Q) ' onde + p-= 1 Se p = 1 ' p então 
{fnl é dita convergir para f em Lp (Q) se 
lim Jfn g dx = Jfg dx 
n+oo 
Q Q 
para toda função g limitada em Q . 
Teorema 1. 2. 7: (Riesz-Thorin) Consideremos p 0 =I p 1 , 





T Lq(Q) + LP(n) com IIT li 1-e Me ~Mo 1 
1 l-8 e 1 l-e +-"-- o < 1 sempre que = -- + = -- e e < . p Po pl q qo ql 
Teorema 1.2.8: (Marcinkiewicz) Consideremos 
e vamos supor que 
T 
q 
L 0 (n) com IIT li 
e 
q p * T L 1 (n l -+ L*l(Q) com IIT li 5._ Hl 
Então 
1-0 e 
T : Lq(Q) + LP(n) com li Til < c e M* M* - o 1 
1 l-e e 1 1-e 8 o 1 sempre que = -- + - = -- + - e < e < p Po p1 q qo ql 
CAPITULO II 
OS ESPACOS 
Neste capítulo G.aremos a definição dos espaços L p,>.. 
e estudaremos propriedades deste espaço. A sua importância se de 
ve ao fato de que paru Vt' lorr>s particulares de >.. , temos espaços 
que desempenham importante papel dentro da análise. 
§1. DEFINIÇÕES E PROPRIEDADES 
Seja um subconjunto aberto do espaço eu-
clidiano n-dimensional m11 Com d{~) denotaremos o diâmetro 
de n e com S (x
0
, p) = {x E JR11 : I x-x
0 
I ..::, p} a esfera o-dimen-
sional fechada com centro x
0 
E nf e raio p > O . Colocaremos 
também n (x
0
, p) = Q n s (x
0
, p) • 
Definição 2.1.1: Seja u urna função mensurável real 
definida em Q. Diremos que u pertence a .rp,À {Q) com l2_p<co 
e O < À ::._ n+p , se para todo 
p E (O,d{n)] existe constante positiva 
in f 
cEJR 
I lu(xl-clp dx 
n(xo,o) 
Definição 2.1.2: Seja 
e para todo numero 
















-e um espaço vetorial real e 
lll.lllp,> é uma semi-norma em <cP•'to) 
Demonstração: Mostremos inicialmente que ,cPrÃ (O) é um 
espaço vetorial real. Sejam a E lR , a 1 O e uErP•'tn) 
quaisquer. Assim para todo e para todo pE (O,d(o)l 
temos que 













= I alp in f 
l 
lulx)-c lp dx . 
c
1 
E JR l 
n(xo,p) 
Desta forma, teremos pela definição 2.1.1 que para todo 
-
x E n e para todo o p E (O,d(o)j 






onde M' = I a I P M , ou seja, 




Sejam u e v pertencentes a ,CP' À (íl} Para todo 
e para todo p E (O,d(O) I temos que 
( l) inf li (u+v) (xl-clpdx 
cEm 
n(xo,p) 





I 21 c clp lulxl --+vlxl --2 2 
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Então de (1) e (2) segue que 
inf I I lu+vl lxl -c I Pdx 
cElR 




,p) n(x0 ,p) 
2P inf I lulxl-%1p dx 
cElR 
+ 
o I x0 , ri 




Assim temos da definição 2.1.1 que para todo X o E Q e 
para todo p E IO,dlol] existem constantes positivas Ml e 
M2 tais que 
I I lu+vl lxl-clpctx 2p ' ' ' in f < IMlp + M2p I = M P cEJR 
n(xo,p) 
onde M = 
p 
isto u+v E L P' À ( n) Fica entao de-2 IM1+M21 ' e' . 
monstrado que lP''Iol e um espaço vetorial real. 
Mostraremos a seguir que 1\1.\llp, À e uma semi-norma em 
ip'À(Q). Verificaremos primeiro que se então 












Pela propriedade do supremo temos que o segundo termo 
da igualdade (3) majora a expressão 
donde, colocando 















1 c2EJR n {xo, p) 
e dai pela propriedade do Ínfimo temos que 
> 
+ 
Mostraremos a seguir que 
( 4) > 
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> 
Para isso consideremos os seguintes conjuntos 
A = 




+c 2 lll LPI~ix 0 , p)) 
Seja k = 11 u+v- lc1 +c) II LP(Q(x
0
,p)) 
E C • Então existe 
kA E A e kB EB tal que kA + kB = li u-c 111 P + L 1~1x0 ,p) 




E A+B , 
existe k = llu+v- ic 1 +c 2 ) 11 E C LPI~ix0 ,,)) 
tal que 
Fica assim demonstrado (4) e daí 
I 5) > 
Para concluirmos 













a demonstração do lema, mostraremos que 
Sejam uEJ::P'"'(n) qualquere aEIR. 
Se a = O nada há a demonstrar. Suponhamos então a ~ O. Logo 
18 
da definição 2.1.2 e propriedades do Ínfimo e supremo temos que 
( 6 I 
uma 





[ f J 
1/p 
p-À inf lau(xl-clpdx 
c E lR 
Q (X o , p) 
= sup in f 

























Por (5) e (6) fica provado o lema. 
Observação 1: 111 • 111 p' À - -nao e uma norma, pois 
constante diferente de zero, segue que 111 u 111 p, À = 




Definição 2.1.3: Seja Definimos 
= lllulllp À+ llull p • 
' L ( n I 




Demonstração: Sejam u,v E tp'À(n} quaisquer. Temos 
llu+vll ' p, = lllu+vlll , + llu+vll · p, Lp(Q} 
Mas pelo lema 2.1.1 e levando em conta que li ·li p e 
L ( Q} 
uma norma obtemos 
( 6} llu+vll , 
p'' ' lllulllp, + llull P r L (11) + lllvJJJP, + llvll P ' L (O} 
= 
Sejam e a E lR. Pelo lema 2.1.1 temos 
( 7} llaullp,, = IIJauiJJ , + llauJI = la I lllulll , + la I p, LP(g) p, llull p L (O} 
= lal (lllulllp, + llull p } = lal llullp, · 
, L (Q) I 
Provemos agora que se li u 11 ' = o 
p'' 
então u = o o De 
vem que 11 u 11 p = O , donde u = O. 
L (Q} 
Disto e de 
(6) e (7) fica demonstrado que li · I~,, -e urna norma em 
Vamos demonstrar a seguir que fp'À(n) munido da norma 
-e um espaço completo. Para isto vamos utilizar uma defini 
ção de !p'À(n) que é equivalente à definição 2.1.1. 
Definição 2.1.4: Seja 
finida em n . Diremos que u 
e O_:: À_:: n+p , se para todo 
u uma função mensurável 
pertence a Lp'À(n}, com 
e para todo 
real de: 
número 





, p) (u) lp dx 
o(xo,p) 




, p) I 
< 
e o valor médio da 
função u em n (x
0
, p) 
Lema 2.1.3: As definiçÕes 2.1.1 e 2.1.4 sao equiva1en-
tes. 
Demonstração: Observemos primeiramente que 
( 8) rnn ( ) (u+av) 
~' xo , p = 
e 
( 9) < llull P 
L (O) 
De fato, 
m0 ( ) (u+av) 
1 





1 f V (X) dx = 
lo(x0 , p) I ln(x0 ,Pll n{x0 ,p) n ( x 0 , p) 
o que prova (8) . 
Temos que 
lrn"( )(ull u x 0 ,p 
1 





" Pela desigualdade de Holder segue que 






I n ( x0 , p) I 
sao tais que 






I o (xo' p) n 




1 = 1 . 
q 
Portanto, de (10) obtemos 
o que demonstra (9), 
Observemos também que, se c E lR 
Com efeito, 










então mn( ) (c)=c. 
•• X o, p 
22 
mn {xo' p) {c) 
1 J c dx c J dx = = 
ln{x0 ,p) I ln{x0 ,pl I n{xo,p) n{x0 ,p) 
c 
ln{x0 ,ol I = = . c . 
ln{x0 ,pl I 














De (9) e (11), segue que 
para toda 




Logo, tomando o ínfimo em ambos os membros de (12) de-
corre que 
{ 13) < 2 inf 
cElR 
11 u-c 11 
Lp {Q {XQ, p)) 
Desta forma, se u satisfaz a definição 2.1.1, existe 
constante M > O , tal que para todo e para todo 
p E {O,d{n)} temos que 
., 
23 
J I u (x) - mQ( ) (u) lpdx < 2p in f j lutxl-ciP dx 
n<xo,p) 




< 2P M PÀ = M' À p 
onde M1 = zPM. Isto nos mostra que u satisfaz a definição 
2.1.4. 
Por outro lado, se u satisfaz a definição 2.1.4, exis 
te constante M > O tal que para todo e para todo 
p E (O,d(O)] 
















ou seja, u também satisfaz a definição 2.1.1. Logo, as duas de 
finiçÕes são equivalentes. 




x0 E n 
O<p~d(Q) 
= lllulllp À + llull p 
' L ( Q) 
cqd 
Definimos 
Lema 2.1.4: ll· \lp,X é uma norma em l:p,X(fl) equivalen-
te a norma 11 • 11 À • p, 
Demonstração: A demonstração de que \\. \\p,À é uma nor 




Mostraremos a seguir a equivalência das duas normas. De 
(13) segue que 
lp -À I J 1/p sup luix)- mo(xo,p) (u) lpdx 
-x
0
E o n<xo,p) 
O<p~d(O) 





















- À f p ]1/p luix)-m01 x
0
,p) (u) I dx 
Q(xo,P> 
Logo, 
< < 2 111 u 111 À • p, 
Mas 
= + llull 
LP(o) 
< + llull 
Lp (O) 
< 2( lllulll À+ llull l 





Lema 2.1.5' Seja {w } n uma 
sequência de Cauchy em 
,p,À{Q) e suponhamos que {wn) converge a zero na norma LP{n), 
então {wn) converge a zero na norma J:p'À{Q) . 
Demonstração: Basta demonstrarmos que lllwnlllp,À + o . 
Como 
n E N 
E 
{15) 
{wn) - de Cauchy [p,À {O) dado o existe e em E > 
tal que, para todo m,n > n temos 
E 
Como · {wn} converge a zero na norma Lp(Q) , de ( 9) 
segue que · {m~( ) (w )} converge a zero na norma LP(n), donde 
"' x 0 , P n 
{w -m~( ) (w )} converge a zero na norma LP(n). Então para 
n u x
0
, p n 
todo -X E Q o e para todo p E (O,d(o)] a sequência 
{w -m,., ( ) (w ) } converge a zero na norma Lp (n (x
0
, p)). 
n " x 0 , p n 
para p fixo com O < p _.:: d UH temos que, dado 
n (p) tal que para todo 
E 




J I w - mo ( ) (W ) I p dx < m " x 0 , p m n(x
0
, p) 
Por outro lado temos que 






-À J p = P lw -w +w -mo( )(w )+m ( )(w )-mo( )(w li 






2p [( lllw -w r( À)p + _ n m p, Jlw-mn( )(wllpdx m H x 0 , p m 
r.!(xo,p) 
De (15), (16) e (17) dado E > O,, existe N=máx {n , n ( p)} 
< E 
tal que para todo n > n 
< 
e m > N temos que 
= 2p+l € 
Com isto temos que dado E> O e p fixo com O<p~d(Q) 
existe n E JN 
E 
tal que para todo n > n 
E 
e para todo X E fl o 
segue que 
para todo 
do n > n 
Então, pela arbitrariedade de p temos que 
n > n 
E 
para todo e para todo p (O,d(n)]. 
Portanto dado c > O , existe n E N tal que para tQ 
< 
E 
resulta que < < ' isto e, con-




Teorema 2.1.1: tp'À(n) munido da norma 11-llp,À e um 
27 
espaço de Banach. 
Demonstração: Como li . llp, À 
rp,À (n) 
e sao equivale!!. 
tes, basta mostrarmos que -e um espaço de Banach quando 
munido com a norma 
Seja {un} uma sequência de Canchy em fp,À (ri). Então 
dado e: > O existe n E JN tal que para todo 
E 
m,n > n teiuos 
E 
que 
li u -u I! n m p, À < € • 
Logo llu -u 11 
n m LP(o) 
< E para todo m,n > n ou se 
E 
j a, {un) é uma sequência de Cauchy em LP (n) • Agora como LP (n) 
é completo, existe uma função u E LP (n) tal que {un) conver 
ge para u na norma LP(Q), assim 
norma LP(n) • 
{u -u} converge a zero 
n 
na 
Observemos que {m"( ) (u)) " x 0 , p n 
converge para 
m (u) 
Q (X o , p) 
p na norma L (Q(x
0
,p)). De fato, como 
ge na norma para a função u então · {un} 
norma LP(n(x 0 ,p)) para a função u para cada 
ra cada p E (O,d(r.l)]. Daí, dado E> o existe 
que para todo 
= IIm (u -u lll 
n(xo,pl n n LP(n(xo,p)) 
Então ternos que para todo e 
p E {O,d(Q)], {un-mQ{x
0





< € • 
para todo 
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para a função u-mn( ) (u) • 
~' X o, p 
Como {un} é de Cauchy em .C p,Ã (ri:) segue que 
é limitada em .cP'À(Q) , isto é, existe uma constante positiva M 
tal que para todo n E N • Então para cada 
e para cada p E (O,d(n)] temos que 
- -
( 18) < !lllu 111 ,)P < 
n p," 
( llu 11 , ) p < M 
n p, ..... 
Fazendo n + ~ em (18) vem que 
< ' 
para todo e para todo p E (O,d(n)] , isto -e 
u E .cP'À(Q) 
Falta somente verificar que {un} converge na norma 
xP''!nl para a função u 
Já foi visto {u -u) - sequência de Cauchy que e uma em 
n 
!p'À(Q), que converge a zero na norma LP(n), então fazendo 
w = u -u 
n n 
no lema 2.1.5 segue que {u -u) 
n 
converge a zero na 
norma .cP' À Un ou seja converge na norma para 
a função u. Fica assim demonstrado o teorema. 
P ·ç- 2 1 1 ,p,O(n) = LP(n) ropos1ao .. : u u 
Demonstração: Primeiramente verificaremos a inclusão 
Seja então as-
sim existe constante M > O tal que, para todo x
0 
E n e para 















Então, existe c 1 
E :IR tal que para todo 
p E (O,d(n)] temos que 
f ju(x)-c
1




X E Q o e 
Em particular, se x
0 
pertence a fronteira de 11 e 
p = d(Q) temos que e então 
ou seja, 
fJu(x)-c 1 jP dx < oo 
n 
u E LP(n) o que prova que 
Provemos agora que 
Então existe constante M > O tal que 
fJu(x) jP dx < M 
n 
Como Q{xo,p) c o para todo x0 E 
p E (O,d(n)], temos que 
f ju(x) jPdx < fiu(x)jPdx < -
n(xo,p) n 
-Por outro lado, para todo "o E n 
p E (O,d(nl] segue que 
-n e para todo 
M 
e para todo 
in f 











donde se conclui que 
u E Lp,O(Q) , ou seja 
rP• 0 (n) = LP(n) 
< M 
cqd. 
§2. OS ESPAÇOS ip'À(n) COMO ESPAÇOS DE MORREY 
Neste item vamos inicialmente estudar os espaços de 
Morrey, que denotaremos por 
generalização dos espaços 
na demonstração de que para 




seguir vamos estudar uma 
tecnicamente - Útil ser a 
Lp'À(n) = .rP'À(n) . 
Definição 2.2.1: Seja u uma função mensurável real 








[p-À Jlu(x) 1p dxr1p < 
n<xo, p) 






u E Lp' À ( n) • Definimos 
é uma norma em r~P' À ( n) • 








[P-À flu(x) IP J 
l/p 
dx 






X E n o 
sup 
X E Q o 
e para todo 
O< p::_d (n) 
= o 
p E (O,d(n)j 






Em particular, para x
0 
pertencente à fronteira de n 
p = d(O) segue que 
Agora, para cada 
























[P-À J1v(x)lpdx] 1/p 
n(xo,P> 


















= llu+vll À 
LP' ( n) 
que 
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Finalmente, para todo u E Lp'À(n) 
li au li À 












lal llull P À 
L ' ( n I 
e a E JR temos 
cqd. 
T 2 2 l Lp,À("I eorema . . : ·~ munido com a norma 11 ·li p À 
P ' ( n I -e um espaço de Banach. 
( 19 I 
temos que 
Demonstração: Primeiramente notemos que 
llull p < d(nl>/p llull 
Lp,À (OI L ( n I 
-









11 11 ' LP' ( n 1 





Em particular para x 0 pertencente a fronteira de 
p = d(O) segue que 
llull P 
L ( n l 
Seja {un} uma sequência de Cauchy em Lp' >.. (o) • Então 
< > o ' existe n E JN < 
llu -u 11 
n mLp'À(Q) 
tal que, para todo m,n > n te 
< 
< 
donde, por ( 14) 
< = 
Isto nos mostra que é urna sequência de Cauchy em 
portanto existe u E para a qual {un} conver-
ge na norma LP(n) . 
Verifiquemos que u E Lp'À(Q) • com efeito, como 
{un} converge na norma Lp(Q) para u , segue que {un} con-
verge na norma LP (n (x0 , p)) para u para todo X o E n e para 
todo P E (O,d(nl]. Assim, para p fixo com o < p _:od(O) te-
mos que existe n E lN tal que, para todo n > n e para to-
p p 
do x0 E Õ ocorre 
(20) llu- u 11 
n LP(n(xo,p)) 
< 
Por outro lado, {un} sendo de Cauchy em Lp'À(Q) , e 
isto é, existe constante M > O tal que 
para todo n E :rn 
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( 21) < H 
Levando em conta que 





< p P llu-u li + P 
n LP(n(xo,p)) 
pllu 11 
n LP(n(xo,rl l 
À À 













= P pllu-u 11 +llu 11 
n LP(o(xo,rll n Lp'À(o) 
-por ( 20) e ( 21) ' ternos que para todo n > n 
r 
e para todo x
0 
E o 




Então pela arbitrariedade de p ' temos que para todo 
-x
0 
E rl e para todo p E (O,d(O)j 
( 2 2) 
Logo, tomando o supremo em e 
em ambos os membros de {22) vem que 
monstra que 
Resta somente mostrar que {un} converge 
Lp,À(n) para a função u . 
p E (O,d(O)j, 
na norma 
Seja fixo O<p~d(íl). Corno {u ) - de Cauchy p com e n 
em Lp, À (rl) , dado ' > o existe n EJN tal que, para todo 
' 
m,n > n temos 
' 
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} converge para u na norma LP(n(x
0
,p)) temos que 
dado E > O existe n ( p) tal que para todo 
E 
m > n {p) e para 
E 
todo 
( 2 4) 
X E o o " 
< 
De (23) e (24) se escolhermos 
E '/p 
2 p 
N == máx{n, n (p)} 
E E 
te 
mos que para o p escolhido e para todo n > n , 
' 
m , N 
' ' ' P p I lu -u 11 
n LP(n(xo,p)) 
< P P I lu -u 11 + P 





E > Q 1 
logo 
' 
< llu -u 11 
n mLp,>..{n) 
+ p Pllu -u 11 
m LP(o(xo,p)) 
' 
< f + p p ~ /•IP = E 
Assim, pela arbitrariedade de p , concluímos que dado 
existe n E JN 
E 
tal que para todo 
e para todo p E (O,d(O)j temos que 
< E 
llu -ull 
n Lp,À (O) 
< E 
Com isto fica demonstrado o teorema. 
P ·~- 2 2 l Lp,O(o) ~ LP(o) • roposl.xao , . : "' )ó 
n > n , para todo 
E 
36 
Demonstração: De (19} temos que, 
llull P 
L In) 
Então, se u E Lp,>.. (Q) temos que o membro direito da 
desigualdade acima e finito e então 
LP''In) CLPin). 
c LPin) 
Em particular, para >.. = O temos 
Seja agora Então llullp 
Lp (n) 
como par a todo e para todo p E IO,dlnl] 
< li u 11 p ' 
L In) 
e portanto 





< m • 
temos 
ou seja, o que demonstra a proposição. 
e 
Mas 
Vamos a seguir dar urna generalização dos espaços .CP, À (Q). 
Indicaremos por P(x) um polinômio genérico em x com coefici-
entes reais. Com @k k inteiro não-negativo denotaremos a 
classe de todos os polinômios P(x) com grau menor ou igual a k. 
Definição 2.2.3: Seja u uma função mensurável real 
definida em O Diremos que u pertence a .f~' À ( Q) com l.::_p<<» , 











Lema 2. 2. 2: 111 • 111 k, p, À é uma semi -norma em 
Demonstração: A demonstração se faz de forma análoga a 
demonstração do lema 2.1.1. 
Com o objetivo de normalizar consideremos a 
seguinte definição: 
Definição 2.2.4: Seja Definimos 
= 
Lema 2.2.3: 11 ·llk, p, À e uma norma em 
Demonstração: ~ análoga à demonstração do lema 2.1.2. 
Estudaremos agora algumas propriedades do espaço 
ip'À(n) Sejam {P E (Jlk P {x) ' " onde . Tk = : = a X k la I_<_i< " 
' I a 1
2 1) {a (a 1 2 n E JRn i o = e A = = ,a , ••• ,a) " > e I" I <k " 
I" I 
1 2 n k} Como = a +a + ... +a ' A e finito, A e enumerável 
Temos que E A} e uma base para 6' k . Lo-
go, neste caso dimensão Q k e r 
Lema 2.2.4: O subconjunto 'k do subespaço 




Demonstração: vamos definir T : lRr-+ ''k por 




{ei}i=l é a base canônica de 
' e 
Desta 
forma T e um isomorfismo, e então, é um homeomorfismo (ver [9 ]} 





Verifiquemos que T(Sr-l) ~ 'k onde r-1 r S = {y E TI< 
IYI = ll e a esfera r-dimensional unitária do mr Seja 
a = 
com 
l r (a, ... ,a} um ponto de 
lal = 
r . 2 l/2 




T {a) = E 
i=l 












E I a' I = l , isto é, T{a) E 'k ou seja, T(Sr-l) C 'k . 
te 
isto é, 
Por outro lado se P {x) = E a 
I". I <k ". l - l 
satisfazendo lxj = 
Sr-l X E -e e tal que T {x) = P {x) , 
Desta forma podemos concluir que 
ou 
Agora como r-l s é compacto e T é contínuo, 
e xis 
= 1 , 
seja 
temos 
que 'k é compacto, o que prova o lema. 
Se 1 2 n n a= (a ,o. , ••• ,o.) E lR com i " > o para todo 
i=l,2, ... ,n e 
.denotaremos por 
o" 




, ••• xn) IR 
n, " . 
l 2 n 
= a + a + ... +a 
l 2 n 
u u u u 
X = xl x2 X n 
a I u I u {x) 






se I o I > O 
u {x) se I • I = O 
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Lema 2.2.5: Sejam e 
ficando a relação onde A é uma constante positl 
va finita. Então existe uma constante positiva c
1 
tal que, pa-








Demonstração: Seja Tk o subconjunto de ,!k 
rado anteriormente. Seja 0( a classe das funções reais 
conside 
U (X) 
mensuráveis, definidas em JRn, com suporte em S(O,l) e tal que 
o < u (x) < l e f u(x) dx > A . 
lRn 
coloquemos 
y (A) = in f J1Pixllp u (x) dx 
P(x) E 'k S(O,l) 
uES' 
Vamos mostrar que 
I 2 5 l y (A) = min JiPixllp u (x) dx 
P (x) E 'k S(O,l) 
u E 
Com efeito, pela definição de Í.nfimo temos que para c a-




y (A) + l fiPn(xllp un {x) dx - > n 
S(O,l) 
Pelo lema 2.2.4, vimos que 1k e compacto e então da 
40 
e possivel extrairmos uma subsequência 
{P (x)} que converge uniformemente em Tk 
ni 
para um polinômio 
P*(x) ETk. (Estamos considerando C {JRn, JR) com a topologia 
da convergência uniforme.) 
Agora, como O < u (x) ::_ 1 , suporte de u (x) está conti 
do em S(O,l) para toda u (x) E ·J 
existe r > O tal que 
= Jiu(xll 2dx= Jiu(xJI 2 
Rn S(O,l) 
e ls(O,ll I 
dx < I dx = 
S(O,l) 
é finita ' 
IS(O,lll 
2 
< r . 
Portanto, para toda u E temos 11 u 11 2 n < r 
L (R ) 
Isto nos mostra que .t está contido na esfera com centro na ori-
gem e raio r do espaço L 2 (ffin} • 
Como o espaço dual do espaço L
2
(mn) e o próprio 
temos pelo teorema de Alaoglu-Bourbaki que a esfera de 
centro na origem e raio unitário, {u E 
compacta na topologia fraca de L 2 ( JRn) • Logo uma homotetia de 
isto e, a esfera de raio r ' tam 
bém é compacta na topologia fraca de L2 (rnn) , Desta forma, da 
sequência {u } podemos extrair uma subsequência 
n 
para uma função u* 
mos verificar que u* E T 
{u } que con 
ni 
E L 2 (JRn). va-
temos 
que se 
Da definição de convergência fraca em 
v E L 2 (JR.n) é tal que suporte de v está contido em 
Fn \ S(O,l) , então 
pois suporte de 
tã contido em 
4l 
J u* v dx lim Ju vdx ni 
u está contido em S(O,l) 
ni 
IRn \ S (O, l) 
o 
e suporte de v es 
Portanto para toda 
tido em JR.n \ S(O,l) 
v E L2 (JRn) com suporte de v con 
temos 
Ju* v dx = 
lRn 
Ju* vdx = 
lRn\S(O,l) 
o 
donde u* = O em :Rn \S(O,l) e daÍ suporte de u está conti-
do em S (O, 1) 
Por outro lado se 
v está contido em S(O,l) e v> O 
Ju* v dx = 
s (o' l) 
-e tal que suporte 
temos 
J u* v dx 
lRn 
= lim Ju v dx > O 
ni 
lRn 
o que implica u* > O em S(O,l) 
de 
Finalmente, se v E L 
2 
( lRn) e tal que suporte de v es 
tá contido em 5(0,1) 
Jn-u*)vdx = 
S(O,l) 
e v > O , 
J (1-u*)vdx 
:nf 
como u .::_ 1 , 
ni 
segue que 
= lim Jn-u )vdx >o 
:nf ni 
Logo l-u* > O em 5(0,1) donde concluímos que su-
porte de u * está contido em s (O, 1) , O<u*(x) <1 e 
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Ju*(x)dx = Ju*(x)dx 
:n<n S(O,l) 
,-...,_ ' 
= lim I u (x)dx > A n. 
S(O,l) 
1 
ou seja, u* E ,J 
para todo 
Pela definição de y(A) temos que 





< y (A) + l 
ni 
n. E JN • Fazendo 
l 
n. -+ , 
l 
vem que 
y (A) ~ I IP*(xilp u*(x) dx 
S(O,l) 
Com isto mostramos que o Ínfimo, y(A) , do conjunto 
r= (/PixiPulxldx , p E 'k' u E·r, 
y(A) =minI, o que prova (25) 





I" I <k " 
e se u(x) E .I 
ta forma, para todo p (X} E ík 
pertence a I . 
temos que p (x) C/õO 
segue que u (x) 
e para toda u E .1 
IIP!x) lp u(x) dx > O 
S(O,l) 
e daí y (A) > O 
Seja E C S(O,l) um conjunto mensurável 
Entao 
pois 
, o • o e~ 
tal que 
I E I > A • Assim a função caracteristica em E xE pertence a 
.·j , e então para todo P (x) E 'k temos que 
I 2 6 l y (A) < IIP!xilp XE(x) dx 
S(O,l) 
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Se P (X) = L ao. xet E '.ik , o polinômio normalizado 
lal.:k 
P (x) • [ L 
lal.:k 
2] -l/2 la I a pertence a De fato, temos que 
P (x) • [ L 
I a I .:k 










la I o<k 
= l 
e segue portanto que P (x) • [ L 
2] -l/2 la I a pertence a I a I .:k 
Então utilizando (26) segue que 





la I< k E 
dx 
= [ L la 12]-p/
2 
J IP(x) lp dx 
lal_:k a E 
Logo 
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Levando em conta que 
I a I < k , vem que 
I a lp < 
a 
donde se conclui que para todo 
I 27) < 
2 I a I < 
a 






Seja agora P(x) E lk e 
n 
_:::. p A Indicaremos com 
E C S(x
0
,p) mensurável tal 
y = T(x) a transformação 




Usando a fórmula para mudança de variáveis temos que 
I 2 8 I JIPixllp dx = J1Pix 0+oyllp Jlx0+oyl dy 
E TI EI 
onde 
'lxOl+pyll a lxOl+pyll d(xül+pyl) 
a Y l a Y 2 ay n 
alx 02+oy 21 alx02+py2l alx02+PYz 1 
J lx0+pyl = det ' y l 'Yz a Y n 
a1x 0 +py I n n alx0 +py I n n a(xon +py n I 
'y l 'Yz ay n nxn 
p o o 
= det o p o n . = p 









Substituindo em (28) obtemos 
J1Pixllp dx J IPix 0+ryl IP 
n 










J1Pix 0+pyllp dy 
~ p 
T (E) 





IE I p > -





Jctx p ~ 
T(E) 
-n n p A ~ 





[o"P (x) J x~x 
o (p y) 




[o"p lxl J x~x 
' ----------------~0 y" 
!a!:::_k a! 
e 
I T (E) I 
se-
Então como ITIEll >A' T (E) c 5(0,1) e P(x 0 +py) E 
temos por ( 27) ' I 2 8 l e ( 2 9) que 
I a I 
[DaP lxl] x~xo p p 
1 
J!Pix0+rYl!P 
dy < y (A) 
a! T(E) 
Assim, 





y (AI c 
< 
y (A) n laiP p p 
dx 
e fazendo concluimos que 
genérico 
< 
Lema 2.2.6: Seja 





u(x) E t~'' (O) • Então para todo 







,p,ul IP dx 
O(xo,p) 
P(x) = x" um polinômio 
i\) 
de k Já foi visto que a cada polinômio de '\ k , e~ 
tã associado um ponto de JRr ' para algum r ' associando à co-
ordenada i do ponto um coeficiente 
temente ordenado. Ou seja, 
p (X) = 
Vamos definir r v:IR """'":rn 
vila li = 
"i 




Assim v é uma aplicação contínua, real e positiva. 
Seja P (x) = L a 181 x" 
8 
lal-o_k " 
9 = 1,2, ..• 
:' tal que (a (e 1 ) 
k • 
uma sequência em ~ 00 quando 
mos verificar que v((a(e))) ~ oo • Com efeito, col1'Q 




Agora pelo lema 2.2.5, para todo M , o e todo 
temos que 
M < I (a e) IP 
a 
cl 
J1Pelxllp dx < 
n+ I•IP p n(xo,pl 
cl 
IIPe(x) llp = 
n + I•IP LP(n(x0 ,oll p 
Isto significa que 11 P e (x) li • 00 












L (n(x0 ,oJI 
= 
temos que quando 
Por outro lado, como v é positiva, existe o ínfimo de 
v. Então existe uma sequência tal que 
+ inf v( (a)) • Mas llb(e)) I -f-> oo , • • pois caso contrário teria 
- = lim v ( ( b (e 1 ) ) = in f v ( (a ) ) 
• • mos o que é absurdo. Logo , 
48 
existe a > O tal que ( b I 
8 ) ) E B I O) = (x E nl 
a a lxl < a) P!O 
ra todo e~ 1,2, ... 
Como v é continua e -Ba(O) e compacto, segue 
v(B (O)) 
a 
e compacto. Então 
in f v I I a ) ) = v I I b ) ) 
a a 
ou ainda, 

















Vamos mostrar agora a unicidade de Pk(x,x
0
,p,u). Con-
sideremos primeiramente o conjunto 
' Ek = u(x)-'k = {u{x)-P{x) p {x) E ·. } k 
Como 1" k e convexo, o mesmo ocorre com Ek • 
Pelo que vimos anteriormente, existe u(x)-Pk(x,x 0 ,p,u) 
pertencente a Ek tal que 
d = in;(, llu-P (x) IIP p 
p E'\ L (O (x
0
, p)) 
Suponhamos que existe com 
e que 









= E > Ü • 
= 1 , 
pela convexidade uniforme de LP(n(x0 ,p)) temos que existe ó >O 
tal que 
< 1 - ó , 
ou seja, 




< (1-ó)dl/p . 

















o que implica 
< 
2 
o que é uma contradição. Portanto, devemos ter que 
isto e, Pk(x,x0 , p,u) = Qk (x,x 0 , p,u) • 






= Jiulx)-Pk(x,x0 ,p,u) lpdx 
í2(xo,p) 
cqd. 
No que se segue usaremos a notação Pk(x,x
0
,p) para 
Pk(x,x0 ,p,u) e colocaremos aa(x 0 ,p) = [DaPk(x,x 0 ,p)jx-x - o 
Lema 2. 2. 7 : Se existe uma constante 
-positiva c 2 tal que, para quaisquer 
h inteiro não-negativo temos 
x
0 
E O , p E (O,d(O)] e 
Demonstração: Sejam X E fl o 
p E (O,d(n)] e h inteiro não-negativo. Temos que 
• zPIPklx,x~p2-h)-u(x) IP + 






I 30 l 
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Integrando sobre vem que 
Agora como P2-h-l < p2-h temos que 
-h-1 -h n (x
0
, p2 ) c n (x
0






, 0z l 





Como h > O , temos que -h p2 < d(O) e p2-h-l < d (O) 











I 3 2) J 
-h-1 p IPk lx,x
0





p E , 
k 
J I ulx)-Pix) lpdx 
-h-1 o1x0 , p2 ) 
Por outro lado, como u E ,C~'À (n) temos que para todo 
x
0 
E n e todo p E IO,dln)] 





Jlulx)-Pix) IPdx in f 




J1ulx)-Pix) lpdx in f 
p E']k -h-1 n 1 x
0 
, p2 ) 
Substituindo 131) e I 3 2) 






lllulll~,p,À < I P 2-h) 
À 
I P -h-1 lllullltp,\ < 2 ) . -
em {30) e usando 133) e I 3 4) 
< 
cqd. 
Lema 2.2.8: Seja Q tal que lrl(x
0
, p)! > Apn para 
uma constante positiva A , para todo X E Q o e todo 
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p E (O,d(Ol]. Seja u E i~'À (Q). Então existe uma constante p~ 
sitiva c 3 tal que para todo x 0 E ii , todo p E (O,d(O)] , to 
do i inteiro não-negativo e todo lal < k temos 
i-1 





, p, i e a como nas hipóte-








donde pela definição dos a vem que 
a 
( 3 5) 






D (Pk (x, x0 , p2 ) -
P (x) 
-h-l J I Pk(x,xo,p2 ))_ x=xo 
" E 'I ·' k , 





( p 2 ) 
do 
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-Logo, a expressao 
I [ 
a -h -h-1 J 1 o (Pk{x,x0 ,p2 )-Pk(x,x0 ,p2 )) x=x o 
fica majorada por 
( 3 5) 
Substituindo (35) em (34) tem-se qUe 
é majorada por 












E c p 
hÀ À 
lllulllk,p,; 2 P PP 
(h+l) (!'.+lall 















(c1 c2 lp li lu lllk,p,À 
i-1 
c 3 lllulllk,p,À h:;O 
!!+ 





Lema 2.2.9: Seja n nas hipóteses do lema 2.2.8. Se-
jam p,À números reais com 1~<~ e O~À<n+(h+l)p e h um in-
teiro tal que O<h<k-1 . Então .C~'À(Q) = rh'À(Q) 
Demonstração: Como por hipótese h < k temos que a 
classe dos polinômios de grau menor ou igual a h está contida 
na classe do polinômio de grau menor ou igual a k ou seja, 
h c 1 k • Seja 
todo p E (O,d(n)j tem-se que 
in f 
p ElÍ'k 




donde se conclui que 
lllulllk,p,À < 
Portanto, 
qualquer, para todo 








e fica provado que 
e 
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vamos verificar agora a inclusão Mostremos 
primeiramente que 
Do lema 2.2.8, para todo x
0 
E n , para todo i in-
teiro não-negativo ternos 




Pela fórmula para a sorna dos i-primeiros termos de uma 
progressao geométrica ternos 





2 p = 
in+lnlp-> 
2 p - l 
n+lalp-> 
2 p - 1 
< 
n+lalp-À 
2 p - l 
Substituindo essa desigualdade em (36) obtemos 
< 













2 p - 1 
onde 
2 
c 4 li lu lllk , (dlnD ,p," \ 2~) 
n+hp-À 
2 - 1 
X-n-lolp 
p 
Seja agora p um número real tal que 
Observemos que existe i E lN tal que dI O) < 
2i+l 
efeito, temos que d(O) < p ::_ d 1 o) se e 
2i+l 2i 
d 1 n) < 2i p < dI O) Então se dI O) < dI O) 
2 - z- p 
i = o . Suponhamos então o < p < dI O) 2 . Temos 
do i + m ' logo deve existir i E lN tal que 
Assim temos que o conjunto B = {2j p ' j E lN 
p 
e 






2i + m 





> dI o) l 
2 
nao e vazio. Seja i o menor inteiro para o qual 
tao 2i p > 
d (O) 
2 
e i 2p_:cd(O) pois se 2io > dI O) te-
• i-1 dI O) contrariando escolha de i r1.amos 2 p > a Portanto 
2 
existe i E lN tal que 
dI OJ 
2 
< 2i p < dI O) -
Ternos por hipótese que X<n+(h+l)p e se I o I > h 
ficamos com X <n+(h+l)p 5 n+lolp e então À - n - \ o. \ < o 
Assim para um i < p 
d(n) <--
2i 
tal que temos 
> ~~~~ 
Logo substituindo essa desigualdade em (37) obtemos 
( 3 6) < 
Por outro lado, pela definição dos a 
a 
e pelo lema 2.2.5 aplicado ao polinÔmio 
temos que 
cl 





































À (d(Q)r mos p > -.-1 - l+ 
2 














À . À] 
P + llluii!Lp,À (d(Q) 2-l) 
Como p > 2Ji!..L e notando que À > o te-
2i+l 
Logo 2À À p ~~~))' entao > e -
2À À-n-lal p . Desta forma 
l À-n-!a!p 
< [c 5 il+2Àl]PIIIulllk,p,À o P 
Agora somando e subtraindo em 
60 
temos que 
e por (38) e (39) vem que 




temos por (40) que 
















Agora para ial > h , temos pelo lema 2.2.5 que 
1 
Pela definição do 
(43) 
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!p,Ã(Q) e pelo lema 2.2.6 vem que 
k 
donde substituindo (43) em (42) obtém-se 
Se M = máx (l,diOJ) e como temos 
que 
I 4 4 J ' 
l 
onde c?~ M ~(Q):~Iai~P 
Assim para la! >h e para todo a função 
au(x 0 ,d(Q)) é limitada. Então existe p 'd(Q) 
tal que para 
todo 
I 4 5 l ' 
e todo p < p temos 
Ã-n-lalp 
p 
Com efeito, suponhamos que para todo p ' d ( Q) ' 








p ~ O , implica que p + O e daí teríamos que 
p 
p 





,d(o)) deixaria de ser limitada em o 
tal que 
( 4 6) 
( 4 7) 











Vamos considerar os seguintes casos: 
(i) o < p < p 
Temos que 
[ inf 
p E !h 
< 
l 
f lu(x) -p (x) lp dx]p 
Q(xo,ol 




I" I , h e en-
-











































de (47) vem que 
l 
I 4 8) r in~ J!ulx)-Pix) lp dxlp < 










< lllulllk,p,À pp + " 11 (x-x0 la 11 h<lal_::k a! LP(nlx
0
, p) l 
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< lllulllk,p,À P 11 (x-x0 l"ll LP(n(x0,,J l 
e levando em conta que 
< 11 ,"11 
LP(nix
0




para alguma constante L > O e l -, 
a. 
ma constante M > O , vem que 















< llullk,p,À pp + c 8 
M Lp llullk,p,À 
l À À 
= (l+c
8 
M LP I llullk,p,À pp = c 9 llullk À Pp 'p' 
l 
onde Cg = c 8 
M Lp + l 
(ii) d(íl) ::-.. p > p 
para algu-
l n+lal12 
Lp p p 
' 
Modificando a constante c 9 , a desigualdade {49) con-
65 
tinua verdadeira para p tal que d { Q) > p > p De fato, to-
mando P ' - p p - d ( Q) • teremos p' .:: p e por (i) vale (49) p~ 
ra p 1 isto e, 
l À 
[ inf j lu(x)-P(x) lp dx]p ' eg li uI~ À (d(-Q) ~p 
PE' 'p' 
h 
Q(xo, p) À -
= e10 llullk,p,À 
pp 
À 
onde elO = e9 (d (Q)~ p ' 
Desta forma por (i) e {ii), para todo 
p E (O,d(Q)] ternos que 
e assim 
in f 
E' p 'h 
1 




' e 9 llu 1
1 




gue que , o que de-
monstra o lema. 
Para terminar este parágrafo passemos a demonstrar o 
Teorema 2.2.2: Seja Q como nas hipóteses do lema 
2.2.8. Sejam k um número inteiro não-negativo, p e À dois 
numeras reais com 1~ p <"' e 
Demonstração: A demonstração da inclusão 
Lp,À (n) c fp,X (n) não é difÍcil. De fato, basta observarmos que 
k 
para todo e todo p E (O,d(Q)] 
_, 
p in f 
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donde o que demonstra que 
Suponhamos agora que 
l l 
[ J iu(xilpdx]P < [ Jiu(x)-Pk(x,x0 ,p) lpctx]P+ 
n(x
0




e todo p E (O,d(o)] • 
e do lema 2.2.6 tem-se 
Temos que 
l 




Da definição de 
1 À 




e levando em conta que ' 
vem que 
1 
(50) I Jiu(x) lp dx]P < 
Q (X o , p) 
1 
< lllulllk,p,> p J-(x-xo>al dx P 
Fazendo h = O na demonstração do lema 2.2.9 






para todo e todo p E (O,d(Q)]. Logo 
1 
[ J lu(x) lp dx]p ' 
n(xo,p) 
Portanto para todo e todo p E (O,d(o)] 
llull 
Lp,À (Q) ' 
o que demonstra a inclusão Fica então de-
monstrado o teorema. 
Demonstração: Basta tomar k = O no teorema anterior. 
§3. ESPAÇOS tP,À COMO ESPAÇOS DE FUNÇÕES HÔLDERIANAS 
Iniciaremos este item definindo o espaço das funções 
" holderianas. 
da em n 
Definição: Seja u urna função real mensurável defini-
Diremos que u e uma função h~lderiana de expoente 
a ' O < a < 1 se existe constante positiva k tal que para 
todo x,y E n temos 
lu(x)- u(y) I ' k lx-yl" 
" Denotaremos o espaço das funções holderianas de expoen-
te a por Lip(a) 
Estudaremos agora alguns resultados que nos auxiliarão 
68 
na demonstração de que Lp,X = Lip(a) em quase toda parte com 
Ã-n 
a = p e n < À < n+p 
Observação 2: Fazendo k =O no lema 2.2.6 temos que 
para uEJ:p,À(íl), paracada e cada p E (O,d(O)] 
existe uma Única constante, que denotaremos por c(x0 ,p,u) tal 
que 
ra uma 
inf Jiulxl-ciP dx ' 
n1x0 ,p) 
Lema 2.3.1: Seja 




, p,u) lp dx 
n(xo,p) 
tal que 1n1x0 ,p) I , A 
-para todo X o E n 
P E IO,dlol] Seja u E .CP'À(O) com l ~ p ' 00 e 







À , n . 
para todo todo p E (O,d(rl)] e h inteiro positivo. 
Demonstração: Do lema 2.2.8 temos que existe uma cons-
tante positiva c 3 tal que para todo x0 E Q, todo p E (O,d(íl)] 




































o < 2 p < l ' e dai a série geo-
l 2 p e convergente e converge para 
n-! 




,p,u)- p 111 u lllp' À 
l p p c(x 0 ,h,u) < c3 2 n-À 
onde 
n-À 
l- 2 p 
= cll 111 u 111 p' À 




Lema 2.3.2: Sejam n nas condições do lema anterior e 
com l_5_p<w e À > n • Então ternos que 
-
c(x,d(rl) ,u) é limitada em n 
Demonstração: Na demonstração do lema 2.2.9 vimos que 
a (x,d(O)) 
a 
é limitada em n . Agora para ~ tal que 
temos a (x,d(O)) = c(x,d(O),u) 
a 
-
c(x,d(n),u) é limitada em " . 
Lema 2.3.3' Seja o nas 
ja UE [p,!(O) com l~ p < 00 e 
X o E " ' existe e e finito o limite 
donde se conclui que 
cqd. 
condições do lema 2.2.1 e se-
À , n . Então para todo 
lim c(x, p,u) , que denotare 
,~o 
70 
mos por Ü (x) Além disso ü {x) e uma função definida em Q que 
verifica a relação 
lc(x,p,u)-u(x) I < 
para todo pE'(O,d(O)j 
Demonstração: Seja X E Q e 
À-n 
p p 
pE' (O,dtnl]. Sejam 
também h e ~ dois números inteiros positivos. Podemos supor 
í > h. Fazendo k = O, donde \ai =O , na demonstração do le-
ma 2. 2 • 8 obtemos 
E 
i=O 
\c(x,~,u)-c(x, -~ 1 ,u) [ 
21 21 




i ::::o O 
mo c3 111 u 111 p' À 
















convergente e co 
é convergente, e por ser uma série de numeras reais é de Cauchy , 
isto é, dado 
temos 
(50) 





tal que para todo h,~ ~ no 
< 








e por (50) segue que a sucessao de numeres reais 
e de Cauchy e portanto convergente. 
Vamos verificur agora que o limite da sucessao 
nao depende de p • Sejam então -X E O e dois 
positivos tais que O< r
1 
~r 2 < d(íl). Como 
< 
< 
temos, integrando ambos os membros da desigualdade sobre 
em relação a y que 
(51) < 
< 2p 
Visto que temos 





























J P2 jc(x, 
2




llluiii~,À c~} + 2P lllulllp, p, G~Y 
dy 
Logo 






donde se conclui que 
P1 Pz 
lim !c(x,~,u)-c(x,~,u) 
h~oo 2 2 
e levando em conta que 







A 111 u 111~' À 
1 "" o , 
Pz 
= lirn c(x,11,u) h-+oo 2 
À À 
p1 + Pz 1 
lim 
2h 0-n) n p1 h~oo 
pois À-n > O , se-
ou seja, o limite da 
sucessao independe de p Denotaremos 
lim c(x, ~,u) = Ü(x) para cada x E~ e par? p E (O,d(n)] • 
h-+m 2 
Assim Ü(x) é uma função definida em -n 




lc<x,p,u)-c(x, ~,u) I 
2 









Teorema 2~3.1: Seja n nas condições do lema 2.3.1 
Sejam com l~p<<» À > n , e ü (x) a fun-
-
ção definida no lema 2.3.3. Então Ü(x) é limitada em Q e co-
incide para quase todo X E Q com a função u ( x) 
Demonstração: Do lema 2.3.3, temos que 
lc<x,d(n) ,u)-Ü(x) I < 
À-n 




[iilxl[ < p P + [clx,d(O) ,u) I 
Pelo lema 2.3.3, C(x,d(íl) ,u) é limitada em -o e 
assim ii ( x) também é limitada em -o Vamos verificar que 






J [uly) -u(x) [P dx = O 
.íl(x,o) 
para quase todo X E O Por outro lado, 





2P j [clx,p,u)-u(y) [Pdy + 2P Jiuly)-u(x) [Pdy 
Q(x,p) n(x,p) 
e segue que 
(56) jc(x,p,u) - u(x) [P [o(x,ol[ < -
< 2p J [c(x, p,u)-u(y) [Pdy + 2p jluiy)-u(x) [Pdy 
l1 (x, p) Q (X' p) 
Por hipótese [n(x,p)[ > A n e levando em conta p 
que uE LP''Io) temos de (56) que 
1 
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I 57) jc(x,p,u) - u (x) lp < 
zP 
111 u 111 ~'À PÀ + 
zP I luly) -ulx) lp dy < - Apn lnlx,pll O(x,p) 
zP 
111 u 111~' À 
À-n zP I luly)-u(x) lp dy ~ p + A lnlx,p) I ri. (x, p) 
Tomando o limite em ambos os membros de (57) para p ..._O 
ficamos com 
lim \c(x,p,u) - ulx) lp < 
p+O 
zP 
111 u 111~. À 
À-n + zP l I luiy)-ulx) lp < lirn p lim dy - A lnlx, p) p+O p+O Olx,p) 
Por (54) e como Ã-n > O temos que 
lim \c{x,p,u) -u{x) = O 
para quase todo x E O , ou seja U(x) = u(x) para quase todo 
X E !J • 
x 0 ,y0 E O 
verdadeira 
cqd. 




12 p <o::> 
I X -y I < dI O) o o - 2 
e À > O . Então para todo 
a seguinte desigualdade é 
À-n 
lllulllp,À lx0 -Y 0 1 P 
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,2p) n n • Para todo y E S temos 
lc<x
0



























< 2P [[[u[[f~,À (2p) À + 2P [[[u[[f~,À (2p) À 
À 
p 
Por outro lado, 
o que demonstra o lema. 
e daí 
Teorema 2.3.2: Seja g conexo nas condições do lema 
2.3.1 e u E .Lp'À(Q) com l~p<n e n <À~ n+p 






ra todo x,y E n temos a majoração 
À-n 
lü(x)- Ü(y) I < clllulllp,À lx-yl P 
Demonstração: Sejam x,y E n tal que p = \x-y\..::. d~n). 
Temos que 
lü(x) - Ü(y) I < 
< lü(x)-c(x,2p,u) l+lü(y)-c(y,2p,u) l+lc(x,2p,u)-c(y,2p,u) I 
Pelo lema 2.3.3 
lü(x)-c(x,2p,u) I < 
Ã-n 




lü(y)-c(y,2p,u) I < C 2 p l 




< r.2p+AlH]p lc(x,2p,u)-c(y,2p,u) I [ lllulllp,À P p 
Desta forma 
lü(x) - Ü(y) I < -
X-n À-n l -
2P+~Hy -< 2c
11 
2 p 111 u 111 p, À 
p p + li lu lllp, À -
À-n l À-n 














Agora, se x,y E Q sao tais que I x-y I ' d (20) ' co-
-mo n e convexo e Q é compacto, podemos construir uma poligo-
nal com vértices em o de extremos x e y, de tal modo que os 
segmentos da poligonal tenham comprimento menores que ~ 
2 
quantidade desses segmentos e majorada por uma constante k 
depende somente de d(n) . 
-Seja x. E n, i = 0,1, ••• ,r-1} 
l 




para todo i = O , 1 , •.. , r-1 
Agora 
r-1 





Como d (O) <--
2 
para todo i= O,l, ... ,r-1 , 








c 12 lllulllp,À lxi+1 -x1 1 p 
À-n 
cl2 111 u 111 p, À I xi+1-x1 I 
p 
r-l À-n 




Agora I I 
d (nl I I x-y > 2 > xi+1-xi para 
i= D,l, .•• ,r-1 e portanto 
lü(x)-Ü(y) I 
~ c12 li lu lllp, À 
< c12 li lu lllp, À 











lx-y I P 
cqd. 
todo 
" Teorema 2.3.3: Se u(x) e uma função real holderia-
na com expoente o < a. := À-n -- < 1 p - ' temos que 
Demonstração: Por hipótese temos que existe uma cons 
tante k > O tal que para todo x,y E n temos 
lu(x)-u(y) I < klx-yl" 
Como u é uma função com valores reais temos que pa-


























~ p ~ p 
para alguma constante k
1 
e com M = k k 1 • Com isto fica de-
monstrado que 
Corolário 2.3.1~ Se n < >.. ~ n+p , 1 ~ p < O te-
mos que .c p, :\ coincide em quase toda parte com o espaço das fun-
" ções holderianas de expoente " ~ À-n p 
Demonstração: Teoremas 2.3.2 e 2.3.3. 
Corolário 2.3.2: Se À > n+p e 
tão u -e constante em quase toda parte. 
Demonstração: Se À > n+p então " ~ 
en-
> 1 e en-
" tão as funções holderianas de expoente ~ sao constantes, donde 
pelo corolário 2.3.1, as funçÕes de .tp,À (n) são constantes em 
quase toda parte. 
CAPÍTULO III 
TEOREMAS DE INTERPOLAÇÃO 
Apresentaremos neste capitulo teoremas de interpolação 
envolvendo espaços do tipo Lp,À • Para isso introduziremos ini 
cialmente os espaços B.M.O. de John-Nirenberg e os espaços ,f P 1 À 
* 
que vao desempenhar nos teoremas de interpolação envolvendo os 
Lp,Ã , o mesmo papel que os espaços de Marcinkiewics L~ desem-
penham nos teoremas de interpolação envolvendo os espaços Lp 
Para maiores detalhes sobre esses espaços ver [ 5 ] e [ 18] . 
§1. FUNÇÕES DE OSCILAÇÃO MtDIA LIMITADA (BMO) 
Definição 3.1.1: Seja u uma função localmente inte-
grãvel em JR 0 • Diremos que u pertence ao espaço BMO se 









onde o supremo e tomado sobre todos os cubos finitos Q do :rn° . 
A classe das funções de oscilação média limitada, módu-
lo constante, é um espaço de Banach com a norma li li . BMO defini-
da em (59). (ver [lO J e [ 11]). 
O nosso propósito neste parágrafo é demonstrar que 
Para isto demonstraremos primeiramente os seguintes 
lemas: 
Lema 3.1.1; (Decomposição) Seja u uma função definida 
em Q0 , integrável e seja s um número positivo tal que 
s > 
82 
j lu(x) I dx 
ºo 
Então existe uma quantidade enumerável de cubos abertos 






l ' I I I < -k - s 
k 
para quase todo (p.q.t) XE QO \ Uk Ik · 
n 2 s . 
J lu(x)l dx. 
ºo 
Demonstração: Primeiramente subdividimos Q
0 
em 2n 
os cubos dessa subdivisão, 
com os cubos abertos para 







m (I 1k) para todo j = 1,2, ... ,2 
n e todo k = 1,2, ... ,t, 
2n 2n 




Logo usando a hipótese do lema e a igualdade acima te-
j lu(x) lctx < 
I1k 
I lu(x) ldx < 
ºo 
Da escolha dos r
1
k vem que 




Desta forma, de (60) e (61) segue que 
slrlkl < Jlulxl ldx < 2n slrlkl 
1 lk 
Agora subdividimos cada um dos cubos restantes, sobre 
os quais o valor médio de lu I e menor do que s em cu-
bos iguais e denotemos por r 21 , ... ,I 2r 
com r < 2n , os cubos 
abertos dessa subdivisão sobre os quais o valor médio de lul e 
maior ou igual a s . Usando o mesmo raciocinio anterior temos 
que 
slr 2kl < flulxildx < 2nslr 2kl 
1 2k 
Continuamos subdividindo até que os subcubos sobre os 
quais o valor médio de lul é menor que s tenham tamanhos ar 
bitrariamente pequenos. Logo obtivemos uma sequência de 
abertos disjuntos {Ijk} que denotaremos por {Ik} tal que 
I 6 21 s I Ik I < I I uI x) I dx < 2n s I Ik I • 
Ik 








(u) e (62) obtemos 
k 
f lulxl ldx < 2n s 
demonstrando (ii). 
Novamente usando (62) segue que 
< [ I lulxl ldx 
k 
Ik 











s j lu(x) ldx 
ºo 
o que demonstra (iii). Finalmente, para demonstrat.·mos {i) note-
mos que F = {x E 0
0 
I U Ik : lu(x) I > s} = 'I 
k 
De fato, se 
x E Q
0 
\ U Ik então x pertence a algum subcubo I , 
k 
sobre 
qual o valor médio de lul é menor que s . Assim se x E F 
te riamos 
l 
I I I 
f I u (x) I dx 
I 
> 
1 J s dx 
I I I I 
s 
o 
o que é um absurdo. Portanto F = ~ e então [FI = O , ou se-
ja lu!x) I ~ s p.q.t. x E o0 I Uik Fica então demonstrado 
(i) e consequentemente o lema. 
Lema 3.1.2: Seja u E BMO. Então se 
s 
cr 
= {x E Q lu!xl-m
0
(u) I > cr} ' onde Q e um cubo finito de 
lRn temos que 
e 
llu IIBMO 
para cr > a 11 ui ~MO , onde B < l -a sao constantes positivas 
dependendo só de n , e a e uma constante a ser determinada. 
Além disso para a > O temos 




Demonstração: Podemos supor sem perda de generalidade 
que m
0





trocando u por 
que 
Levando em conta que {x E Q 
J lulx) ldx > 
Q 
I I uI x) I dx ' 
s 
a 
I uI x) I > a ) C Q temos 
= a ls I 
a 
donde 
l ls I < -a - a Ilulxlldx 
Q 
Seja F I a) o menor numero que sa 
tisfaz a desigualdade 
I 6 4 I 
Da 
a seguir que 
I 651 
-n para 2 a > -
ls I < a F I a) j lulx) lctx 
Q 
escolha de Fia) Fiai 
l vem que < -a 
para a , 2n 
F I a) 
s > l . Para -
-n 2 a > s > 
temos 
< l F(o-2ns) 
s 
este fim utilizamos 
l 
l I I uI x) ldx > 
lo I Q 
o 
Vamos provar 
lema 3 .l.l com 
Pela parte (i) do lema 3.1.1 temos que se x e tal que 
lulxll>a 
{x E Q 
então para algum k e por (ii) 
Assim 




lu) I > a-2ns) , 
k 





(u) \ \ u ( x) \-\ m
1 
( u) \ 
n , > o-2 s 
k k 
Logo 
( 6 6) \ {x E Q : I u (xl I 'a)\ ' 
' [ \ {x E Ik : \ u{x) -m1 (u) \ >a-2ns}l 
k k 
Agora, no cubo Ik a função 






( 6 7) 
Então pela definição de F(a) e por (67) segue que 
: \u(x)-m
1 
(u) \ > 
k 
a-2n s ) \ < 
Desta forma, por (66) e por (iii) do lema 3.1.1 vem que 
< ' l n J 5 F(a-2 s) \u(x) \dx 
Q 
donde pela escolha de F(a) temos que 
( 6 8) 
F (a) < 
Fazendo alguns cálculos obtemos 
F (a) ' 
l 
a ' 
12 -n -Zo 
lO 2 e 





e Por outro lado fazen 
do s = e em (65) e utilizando (68) vem que 
n 1 F ( o+2ne-2ne) 1 Flo+2 e) < = -Fio) 
e e 
12 -1 12 n -n -o a -n -a(o+2 e) 
< 2 e e = 2 e 10 10 
Isto nos mostra que se (68) vale para a pertencente a 
um intervalo de comprimento 2n e então (68) vale para todo o 
maior, ou seja 
I 6 9 l 
para a > a , onde 
F I a) -o a < B e 
B = 
12 -n -2 
10 e a = 
Agora, substituindo (69) em (64) temos que 
para o > a . Trocando 
I 7 o l ls I a 
para a ~ a I lu IIBMO 













Finalmente utilizando a hipótese e (70) concluímos que 
o a 
ls I a < B e 
• 
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Fica então demonstrado o lema. 
Estamos agora em condiçÕes de demonstrar que os espaços 
BMO, introduzidos por John-Nirenberg são espaços do tipo Lp,J.. 
para J.. = n . 
TO a 3 l l BMO = .cp,n erem .• : 
Demonstração: Basta demonstrarmos que 
( 71) 
Primeiramente notemos que se uE BMO e Q e um cubo 
finito qualquer do mn' temos por ( 6 3) que 
j I u ( x) -rnQ ( u) I p dx ~ p r o p-l I 5 o I do 
Q o 
ao 
r p-l lluiiBMO 1º1 do < p o B e . 
o 
Fazendo c ao temos do lluiiBMO d ~ , logo = ~ 
llui~MO " 
j lu(x)-rnQ(u) lpdx pBIQI Y0ui:M~p-
1 
p-1 -c lluiiBMO de < c e - a 
Q 
= P!2. 1º1 lluii~MO r p-1 -c dC c e ap 
o 
~ P!2. 1º1 llu IIBMO r ( Sl 
"p 
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(u) IP dx ' kp lol lluii~MO 
Q 
donde se conclui que 
Por outro lado, se u E .C P' n , da desigualdade de 
" Holder temos 
' lo I ' 
e então 
' 





Para definirmos estes espaços precisamos da definição e 
de algumas propriedades dos espaços de Marcinkiewics L~ (ver por 
exemplo [ 5 ] e [ 18 J ) . 
Definição 3.2.1: Seja u urna função real 
em n . Diremos que u pertence a L~(n) , com 
se existe constante c > O tal que 
ap \lx ~ n: \ulxll >ali < cP 
para todo o > O 







11 • li p e uma quase-norma. 
L, In) 
Demonstração: Devemos mostrar que 
mensurável 
' 
I i l e 11 u li = O se e somente se 
L~ In) 
u =o. 
liil llaull p 
L, In) 
( iii) llu+vll 
L~ In) 
\ai llu 11 p 
L, In) 
< k I llu I 
- L~ In) 
Provemos (i): Corno I {x E n 
li u\1 p > O • Suponhamos que u = O 
L, In) 
+ li v li ) ' 
L~ In) 
com k > 1. 
\ulxll>all >O temos que 
Então para todo a > O, 
_u --' 
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{x E ~ : I u {xJ I > cr ) = p ' logo llu 11 = o . Por outro lado L~(<l) 
l 
se llull = 
L~(<l) 
o temos que cr ( I (x E n I u (xJ I > o 1 I~' = o 
para todo o > o ' e daí I {x E .Q : I u (x) I > o 1 I = o para to-
do o > o Assim lu(x) I < cr q.t.p. para todo o > o En-
tão tomando l j o = -:- com 
J 
E N vem que I u (xJ I l q.t.p. < ~ - J 
para todo 
( 7 2) 
i E N, isto e, u = o • com isso provamos 
Provemos (ii): Temos para todo a > O que 
llau 11 P 
L.(n) 
1 




lau(x) I > a) IJP 
(i) • 
Como (72) vale para todo a > O , vale também para 
laia . Assim para todo a > O vem que 
conjunto 
ou seja 
( 7 3) 
li aull > I a I o ( I {x E n 
L~(<l) 
l 












é um limitante superior 
1 




De maneira análoga, considerando o ao invés de 
mostramos que 
( 7 4) llaull 
L~ (Q) 
< lal llull 
L~(Q) 
De {73) e (74) concluimos que 
provando (ii) . 
llaull. = lal 
L~ ( Q) 
Para demonstrarmos (iii) notemos primeiramente que para 
t.odo a > O 
assim 
I (x E Q : I (u+v) (x) I > o J I < 
< I (x E Q : 2 I u (x) I > o J I + I {x E Q 2lv(x) I> oll • 
1 1 1 
usando a desigualdade (a+b)P < aP + bp , vem que 
o!llxEQ 
1 
l!u+v)(xll > ollp < 
1 
< a([lx E Q: Zlu(x) I> olllp +a(llx E Q 
< ll2ull 
L~ (n} 
+ llvll ) 
L~ (Q} 
Deste modo < 2 !li ui I 
L~ (Q) 
que demonstra (iii) e o lema. 
1 
Zlv(x) I > o} llp 




Observação 3 : O espaço L~(Q) torna-se um espaço 
normado quando para definimos 
= 
l --. 
sup IFI P 
FCO 













Lema 3.2.2: Se u,v E L~(n) então u+v E L~(n). 
Demonstração: Temos que para todo o > o 
op I {x E O : I (u+v) (x) I > o) I < 
' opllx E O: lu(x) I> %li+ opllx E O: lv(x) I> %li . 
Agora se u,v E L~(n), existem constantes positivas 
c 1 ,c2 tais que para todo a > O 
' 
e 
oP I {x E O lv(x) I > ;1 I ' 
Portanto existe constante tal que pa-
ra todo a > O 
I (u+v) (x) I > o) I ' c 
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-isto e, u+v E L~ (n) 
Lema 3.2.3: o espaço Lp (Q) está continuamente i me r-
50 em L~(n) 
Demonstras:ão: Para todo a > o vem que 
aP I (x E n I u <xl I >ali = J aP dx 
{x F n : lu(x) I > a} 
< j lu(x) lp dx 
{x E n : lu (x) I > a) 
< j lu(x) IP dx -
n 
e então llull P 
L* (n) 
.::. llull P 
L (Q) 
i o que demonstra o lema. 
Estamos agora em condições de definir os espaços 
Definição 3.2.2: Seja u uma função real mensurável 
em Q • Diremos que u pertence a L~'À(Q} se existe constan-
te positiva c tal que para todo x0 E n e todo 
temos 
À 
11 u-m (uJII < c PP 
n<xo,p) L~(n(x0 ,o)) 
Lema 3.2.4: Seja Então 
p E (O,d(n)] 
À 





-e uma quase-norma em 
Demonstração: Temos que para todo e todo 
p E IO,dln)] , 
À 
I 7 6) llu-m lxlll < llull. PP 
<>lxo,p) L~IOix0 ,p)) 
então llull. > O. Se I lu 11. = O então por 176) 
para todo 
e então 
e todo p E IO,dlo)] , donde u = o . 
Por outro lado se u = o temos que mn I ) lu) = O " xo,p 
llu-m lulll =O , donde llull. =O · 
olxo,p) L~lnlx0 , 0 )) 
Temos ainda que para todo x0 E n e todo p E (O,d{n)] 
la I < 
Desta forma para todo 
< 
À 
lal llull. Pp 
e todo p E IO,dlo)] 
' 
o que implica que 11 au I~ .: I a I llu 11. Do mesmo modo, vemos que 
llaull. > lal llull. , o que mostra que llaull. = lal llull. 
Finalmente, temos que para todo e todo 
p E IO,diO)j 
• 
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!I u+v- mn ( ) 
•• X o, p (u+v) 11 L~(n(x0 ,pJJ 
donde, !!u+v!!. < 2(\!u!l. + !!vll.l o que demonstra o lema. 
Lema 3.2.5: Se p > 1 , temos que 
11 u li; ~ in f {c : 11 u-m (u) 11 < 
n(xo,p) L*P(n(xo,pJ l 
À -
< c -
pp para todo -x
0 
E n e todo P E (O,d(nl] ) 
e uma norma em 1:~';.(n) e além disso 
!lu 11. < !lu 11-
* 
< p' !lu!!. 
Demonstração: Levando em conta a observação 3, a de -
monstração é análoga à demonstração do lema 3.2.4. 
T 3 2 l .cp'À(n) eorema . . : _ " está continuamente imerso em 
Demonstração: Em primeiro lugar temos que para todo 







lu(x)-rn ( J (uJI > o) IJP 
Q xo,p 
-Assim para todo x 0 E n e todo p E (O,d{OJ] vem que 
< llu-m (uJII 
n(xo,pJ LP(n(xo,p)) 
À 





e portanto para todo x
0 
E Q e todo p E (O,d(O)] 
' 
isto é, llull. ~ lllulllp,À , o que demonstra o teorema. 
Lema 3.2 .6: L~(Q) = x;,o (Q) • 
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Demonstração: Seja Provemos que 




para todo X E ;; o " e todo p E (O,d(O)]. Pa 
ra isto notemos que 
{x E o : I mo ( ) ( u) I > a) c {x E o 
H x0 ,p 
\ulxl\ > a) • 
Assim 
< 







,p) (u) E L;(o) para todo x0 E ã e todo p E (O,d(o)j 
Então da definição de L~(n) vem que para todo x 0 E n , todo 
p E (O,d(o)] e todo o > O 






: \u(x)-m01 ) (ui\> a)\ H XQ, p 
< 
< aP \ {X E O : \ u (X) -mo ( ) ( u) \ > o l \ 
OI XQ 1 p 
< 
donde para todo 
e todo p E (O,d(Ol] 
L~u·n c .c~' 0 (n) 
e então u E .E ~· 0 (Q) , demonstrando que 
Provemos a inclusão Seja 
então para todo x
0 
E ii , todo p E (o , d (o) ] e 
todo a > O 
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l 
a ( r (X E Q (XO, p) lu(x)-m"( ) (ull >a) llp 
u x 0 , r 
Em particular para x 0 
-pertencente a 
-n e p = d (Q) temos que para todo o > O 
lu-m
0 
(u) I > a) I < 
donde u E L~ (fl) o que mostra que 
então demonstrado o lema. 
§3. TEOREMAS DE INTERPOLAÇÃO 
o 





Neste parágrafo demonstraremos os teoremas de interpo-
lação que envolvem os espaços ip,t.. • Para tanto utilizaremos 
os teoremas de interpolação de Riesz-Thorin e de Marcinkiewicz 
(ver introdução) . 
paços 
temos 
L p, À 
que a 
No que se segue usaremos a notação ' para os es-
À-n Como com " = p a variação de À -e O~t..::_n+p 
variação de - n l " e -- < " < p -
Observemos primeiramente que 
l. Se 




2 • Se n < " p < o ' então Ú<À<n 
(espaço de Morrey) 
3 • Se " o então À = n e ' 
4. se O < n < 1 , então n < J.. ::_ n+p 
e 
a,p 






Com a nova notação temos que u E E se existe cons 
100 
-tante M > 0 tal que para todo XQ E n e todo r E (O,d(nl] 
in f 










,c) (u) lpdx 
n cx0 , rl 
< M n+a.p p 
A seguir a notação T : A + B Significará que o oper~ 
dor linear T quando restrito a A , resulta urna aplicação con-
tínua de A em B • 
Teorema 3.3.1; Seja T um operador linear tal que 
q ao ,Po 
T : L O (O) + E (O) com IIT 11 < Mo 
e 
q o.l,pl 
T L 1 (O) + E (O) com li Til < M1 
Lq (O) 
a,p 
li T 11 <_ M~-e Me Então T : + E (O) com sempre que 1 
1 1-e e 1 1-e + e (1-e)a0
+ea
1 
o <e < 1 = --+ = - a = 
q qo q1 p Po p1 
Demonstração: Consideremos inicialmente a aplicação 
a,p a.p 
JE : E (o l + E (O) definida por 
{:-mE(u) 
em E c n 
JE .u = 
em E c 
Vamos verificar agora que 
(i) JE é um operador linear. De fato: 
I) ~li ~/'MP 
7 o :'.l 
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{~+av-mE (u+av) em E 
JE(u+av) = 
EC em 








E i1 e rE(O,d(n)], 
a,p 
JE : E ~ LP(n) com 
Com efeito, da definição de JE temos que· para cada 
E= n(x
0
, p) , x
0 
E n e , E(O,d(nl] 
n a+-
Multiplicando e subdividindo por p P e tornando o 
supremo sobre os x 0 E n e p E (O,d(n)] vem que 
n n a+- -(a+-) 
IIJE u li p < ' 
p sup p p llu-mE(ulll p 
L (n) 













JE : ' (O) ~ Lp(n) e 
• T : Lqo (") ~ ,"o•Po (") Por hipotese temos que " ~ " com 
e como acabamos de ver em (ii) 
Ci +....!!.... 
o Po 
< r Então a composta 
com 
Analogamente temos que 
com 





Assim o operador linear JET satisfaz as hipóteses do 








IIJETII 1-e < Mo 
l-8 = Mo 







" +.!!..)' l pl 
p ' 
o < e < 1 
n n (n
0
+-l (l-e) '"l +-)e 
Po pl 
p p 







Mas e como 
Utilizando (78) vem que 
n+~ 
1-e Me P p 
< Mo 1 
Então para todo E= Q(x 0 ,p), 
a ,p 
I lu li q 
L (O) 
e p E (O,d(o)j 
I lu 11 q 
L (O) 








o< e < 1 ' 
n -(a+-) 
p p 1 -e Me 11 11 < Mo 1 u q 
L In) 




l-e Me Portanto T ; ~ ' (Q) com li Til _::__Mo l 
1 1-e +..!_ 1 1-e +_!_ (1-e) a.
0
+ea
1 - = = -- ' a = q qo ql p Po p1 ' 
o que demonstra o teorema. 






T L 1 {o) + i • {o) com 11 Til < ~~i · 
Então T L q {O) + 
a,p 
< {O) 
l l-e + e l l-e + e sempre que ~ = -- -q qo ql p Po pl 
À -n À1-n o < e l onde o < ' "o ~ e "l ~ --Po pl 
Demonstração: Consideremos o operador linear JE do 




e O<p~d(n) segue que 
l À 
a { I !x E E : I u {x) -mE {u) I > a} I) P < li u 11. P P 
Pela definição de JE temos que para todo 
E ~ o (x
0
, p) 
{x E n IJEul>a} c {xEE 
l 
a ( I {x E o I u {x) -mE {u) I > a l I ) p < li u 11. 
a > O 
À 
r P 
e portanto < 
À 
p p llu 11. 
Desta maneira, temos que para todo E= n(x 0
, p) 





Agora como por hipótese temos 
q p 0
,>. 
L O (O) t• o<nl li Til * T + com < Mo 
~amos de observar 
'o 
Po,>.o p 
i* (O) + L*O(O) E com IIJE 11 ' 
Po 
ç 
·omposição JE T - tal que e 
'o 
-
q Po • Po L 0 (o) -+ L* (O) com IIJETII ~ Mo p 
De maneira análoga vemos que 
com 
Assim o operador linear JET satisfaz as hipóteses do 
interpolação de Marcinkiewicz e então 
'o (l-e) 'l 
1-e - + -e 8 Po pl 
I < c, M* M* p sempre que 8 l 
8 l l-8 +_2_ o e< 1 -
' 
= -- e < 
11 p Po pl 
Mas como li u 11 q ' 
L (O) 
de ( 7 8) 
' 
e pela definição 
IITu-mE(Tulll 
onde a = o 
Lp(E) 




do operador JE 
1-e 9 
* M* < co Mo 1 
1-9 .e * = co Mo Ml 
l-e .e 








-(l-9) +- 9 
Po P1 
p 
li u 11 q ' 
L ( n l 
llull q 
L (O) 
c-e e) ao(l-9)+al8+n p--+p-
p o 1 li u 11 q 






e a = Isto 






a - ( n+-) 
p 
O<p~d{nJ 
isto é, IIITulll a,p 
E 
Logo T : 
1 1-e sempre que = q qo 
a = (l-e)a0+ea1 onde 



















( n) li Til * com < c Mo Ml - e 
l-9 9 1 = -- + - a < e < e 
Po pl 
À -n 1 demons-"1 = o que ' pl 
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tr a o teorema. 
§4. APLICAÇÃO: POTENCIAL DE RIESZ 
Daremos a seguir urna aplicação dos teoremas de interpo-
lação envolvendo os espaços Lp'À, onde o o~erador linear consi 
derado é o Potencial de Riesz, definido por 
= J f (y) d y 
n-ó 
o [x-y[ 
(o < 6 < n, n = JRn ) 
Nesta aplicação usaremos resultados de integração fra-
cionária que não demonstraremos aqui, e que podem ser "encontra-






L O (O) <-"-- n-6 I 
Po 
p Po 






( 7 9 I lPÓ + L*
0
(o) <-"-- = n-6) Po 
Agora, do teorema (9 .1)' página 138 de [18] vem que 
( 80 I + Lip(1) ( ô = 1 + 
Entretanto e 
pl,>.l 
i = Lip(l) 
Além disso está continuamente imerso em 
Então de (79) e (80) temos que 
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Ll (O) 
p 0 ,o I-"'- n-ôl lPÔ +,C* (íl.) = Po 
e 
L ql I o) pl,Àl n lPÔ ~ "· (n) (ô = 1+-ql 
Estamos deste modo nas hipóteses do teorema 3. don 
de se conclui que 
l l-6 e - = -- + p Po pl sempre que 

















(8-n) (l-G) + 
ô- 88- n 11-e) + 








a = O 
= 
se 
Mas se a = O temos 
n 8 ~ e se 
remos 8-l n <-- q 
q 
< 8 Logo 
n --
Po 












n 8-1 n 8 a = 8-- se < - < a,p q q 
E 
BMO 8 n se = 
q 
Portanto 
1'8 Lq(n) + Lip{a), 
n 8-1 n < 8 : a = 8-- se <-
q q 
e 
lP' Lq (n) BMO 8 
n 
~ se = -q 
Observação 4: O primeiro destes dois resultados segue 
diretamente do teorema (9.1) de ~8], entretanto o segundo 
. 
e um 
novo complemento do primeiro que talvez não seja tão simples sem 
o auxílio dos espaços Lp,À • 
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